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pihak yang tidak berwenang [4] [6] [7] [8]. Hal ini lebih dikenal dengan nama
proses enkripsi. Data atau pesan yang asli sering disebut sebagai plaintext dan
data yang telah dienkripsi disebut sebagai chipertext. Tujuan dari penelitian ini
adalah untuk mengetahui pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic pada graf
Shackle (F6, B2, n) dan penerapan dalam mengembangkan kriptosistem polyal−
phabetic.

Lemma yang Digunakan

Dalam bagian ini disajikan lema dan proposisi penting terkait dengan pela-
belan graf pada total super (a, d)-sisi antimagic untuk graf Shackle (F6, B2, n)
konektif. Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total super (a, d)-sisi
antimagic dapat ditentukan dengan lemma berikut ini [4]:

Lemma 1 Jika sebuah graf (p, q) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic maka d ≤ 2p+q−5

q−1 .

Proposisi 1 adalah proposisi untuk mengetahui bagaimana pelabelan (a, 0)-
sisi antimagic dan pelabelan (a, 2)-sisi antimagic pada sebuah graf. Proposisi
yang digunakan adalah sebagai berikut [2]:

Proposisi 1 Jika G mempunyai pelabelan titik (a,d)-sisi antimagic maka G
mempunyai pelabelan total super (a+|V |+1,d+1)-sisi antimagic dan pelabelan
total super (a+|V |+|E|,d-1)-sisi antimagic.

Lema 2 adalah lema untuk mengetahui bagaimana pelabelan (a, 1)-sisi
antimagic pada sebuah graf dari sebuah permutasi Π(Ψ) dan himpunan bilangan
berurutan Ψ. Lema yang digunakan adalah sebagai berikut [1]:

Lemma 2 Misalkan Ψ merupakan sebuah himpunan bilangan berurutan Ψ =
{c, c+1, c+2, . . . , c+k}, dengan k genap. Maka terdapat sebuah permutasi Π(Ψ)
dari anggota-anggota himpunan Ψ sehingga Ψ + Π(Ψ) juga merupakan sebuah
himpunan bilangan berurutan yaitu Ψ + Π(Ψ) = {2c + k

2 , 2c + k
2 + 1, 2c + k

2 + 2,

. . . , 2c + 3k
2 }.

Hasil Penelitian

Hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait dengan pelabelan
graf terhadap total super (a, d)-sisi antimagic graf Shackle (F6, B2, n) untuk
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n > 1. Graf Shackle (F6, B2, n) ini dikembangkan dari graf kipas yang saling
digabungkan serta dihubungkan dengan graf B2 sebanyak n.

Jika Shackle (F6, B2, n) memiliki pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
untuk p = 3n + 4 and q = 6n + 5, berdasarkan lema 1 batas atas nilai d adalah
d ≤ 2 atau d ∈ {0, 1, 2}. Teorema 1 adalah teorema yang berkaitan dengan
pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada graf Shackle (F6, B2, n).

3 Teorema 1 Ada pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada graf Shackle (F6, B2, n)
untuk n > 1.

Bukti. Labeli titik graf Shackle (F6, B2, n) dengan fungsi bijektif f1 yang
didefinisikan sebagai pelabelan f1 : V (F6, B2, n) → {1, 2, . . . , 3n + 4} maka pela-
belan f1 dapat dituliskan sebagai berikut:

f1(xi) = 3i− (1−(−1)i

2 ), untuk 1 ≤ i ≤ n + 1
f1(yi) = 3i− 2, untuk 1 ≤ i ≤ n + 2

f1(zi) = 3i− (1+(−1)i

2 ), untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

Jika wf1 didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik f1 dimana bobot
sisi pelabelan titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang bersisian.
Maka bobot sisi wf1 adalah sebagai berikut:

w1
f1

(xixi+1) = 6i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

w2
f1

(yiyi+1) = 6i− 1, untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

w3
f1

(xiyi) = 6i− 2− (1−(−1)i

2 ), untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

w4
f1

(xiyi+1) = 6i + (1+(−1)i

2 ), untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

w5
f1

(yizi) = 6i− 2− (1+(−1)i

2 ), untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

w6
f1

(yi+1zi) = 6i + (1−(−1)i

2 ), untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

Berdasarkan bobot sisi EAV di atas, bobot sisi terkecil terletak pada w3
f1

yaitu 6i− 2− (1−(−1)i

2 ) untuk i = 1, bobot sisi terkecil kedua terletak pada w5
f1

yaitu 6i− 2− (1+(−1)i

2 ) untuk i = 1, da seterusnya sehingga diperoleh rangkaian

bilangan dengan bobot sisi terbesar terletak pada w4
f1

(xiyi+1) yaitu 6i+(1+(−1)i

2 )
untuk i = n + 1. Dengan mensubstitusikan fungsi yang bergerak, 1 ≤ i ≤
n + 1 maka didapatkan nilai-nilai berurutan dengan suku awal 3 yang didapat
dari subtitusi nilai i = 1 pada w3

f1
. Beda setiap rangkaian tersebut adalah

1, sehingga dapat ditulis dalam himpunan wf1 = {3, 4, 5, . . . , 12n+13+(−1)n+1

2 }.
Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa f1 adalah suatu pelabelan titik
(3, 1).
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3 Teorema 2 Ada pelabelan total super (9n + 12, 0)-sisi antimagic dan (3n +
8, 2)-sisi antimagic pada graf Shackle (F6, B2, n) untuk n > 1.

Bukti. Pada kasus ini dibagi menjadi dua kasus yakni d = 0 dan d = 2.
Kasus 1 (d = 0)
Gunakan pelabelan titik f1 untuk melabeli titik graf Shackle (F6, B2, n). Berda-
sarkan Proposisi 1 yaitu pelabelan total super (a+ |V |+ |E|, d−1)-sisi antimagic
yang berarti jika suatu graf memiliki beda untuk label titiknya 1 maka graf
tersebuut memiliki a = a + |V | + |E|. Dengan melengkapi label sisi p + 1, p +
2, p + 3, . . . , p + q definisikan label sisi f2 untuk pelabelan total super (a, 0)-sisi
antimagic pada graf Shackle (F6, B2, 5), dimana |V | = 3n + 4, |E| = 6n + 5, dan
berdasarkan Teorema 1 dengan a = 3 sehingga didapat a untuk d = 0 yaitu
a = a + |V | + |E| = 3 + 3n + 4 + 6n + 5 = 9n + 12. Dengan demikian dapat
disimpulkan bahwa graf Shackle (F6, B2, n) mempunyai pelabelan total super
(9n + 12, 0)-sisi antimagic untuk n > 1.
Kasus 2 (d = 2)
Berdasarkan Proposisi 1 yaitu pelabelan total super (a + |V | + 1, d + 1)-sisi
antimagic yang berarti jika suatu graf memiliki beda untuk label titiknya 1 maka
graf tersebuut memiliki a = a + |V |+ 1. Dengan melengkapi label sisi p + 1, p +
2, p + 3, . . . , p + q definisikan label sisi f3 untuk pelabelan total super (a, 2)-sisi
antimagic pada graf Shackle (F6, B2, n), dimana |V | = 3n + 4, |E| = 6n + 5, dan
berdasarkan Teorema 1 dengan a = 3 sehingga didapat a untuk d = 2 yaitu
a = a + |V |+ 1 = 3 + 3n + 4 + 1 = 3n + 8. Dengan demikian dapat disimpulkan
bahwa graf Shackle (F6, B2, n) mempunyai pelabelan total super (3n + 8, 2)-sisi
antimagic untuk n > 1.

Berdasarkan kedua pembuktian di atas maka dapat disimpulkan bahwa
ada pelabelan total super (9n+12, 0)-sisi antimagic dan (3n+8, 2)-sisi antimagic
pada graf Shackle (F6, B2, n) untuk n > 1.

3 Teorema 3 Ada pelabelan total super (24n+39+(−1)n+1

4 , 1)-sisi antimagic pada
graf Shackle (F6, B2, n) untuk n > 1.

Bukti. Berdasarkan Teorema 1 bahwa graf Shackle (F6, B2, n) memi-
liki pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic untuk n > 1, dengan p = 3n + 4 dan
q = 6n+5. Hal ini berarti graf Shackle (F6, B2, n) memiliki himpunan bobot sisi
berdasarkan pelabelan titik f1 yang dinyatakan dalam {3, 4, 5, . . . , 12n+13+(−1)n+1

2 },
dengan kata lain graf Shackle (F6, B2, n) memiliki barisan bobot sisi dengan nilai
awal a = 3 dan beda tiap sukunya adalah 1.

Jika dimisalkan barisan bobot sisi graf Shackle (F6, B2, n) dinyatakan dalam
Υ = {c, c + 1, c + 2, . . . , c + s} maka diperoleh nilai c = 3 dan s = 12n+7+(−1)n+1

2 .
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Berdasarkan Lema 2, Π(Υ) adalah permutasi nilai Υ sedemikian hingga nilai
Υ+(Π(Υ)−c+p+1) = {c+ s

2 +p+1, c+ s
2 +p+2, . . . , c+ s

2 +p+q} merupakan
barisan aritmatik.

Didefinisikan label titik f4(xi) = f1(xi); f4(yj) = f1(yj); f4(zi) = f1(zi)
dan f4(F6, B2, n) = (Π(Υ) − c + p + 1) sebagai label sisi dari graf Shackle
(F6, B2, n). Sehingga Υ + (Π(Υ) − c + p + 1) dapat dinyatakan dalam him-
punan {24n+39+(−1)n+1

4 ,
24n+43+(−1)n+1

4 , 24n+47+(−1)n+1

4 , . . . , 48n+55+(−1)n+1

4 }. Sehingga terbukti bahwa
graf Shackle (F6, B2, n) memiliki pelabelan super (24n+39+(−1)n+1

4 ,

1)-sisi antimagic total untuk n > 1.
Peneliti menggunakan pelabelan SEATL dari graf Shackle (F6, B2, 4) un-

tuk menentukan ciphertext dari huruf-huruf alfabet yang membutuhkan sisi se-
banyak 26 karena jumlah huruf alfabet a − z adalahh 26, maka perlu menggu-
nakan graf Shackle (F6, B2, n) dengan n = 4 yang memiliki 29 sisi diperoleh
dengan cara menghitung size q graf Shackle (F6, B2, 4) tersebut. Huruf-huruf
alfabet berjumlah 26, namun sisi pada graf Shackle (F6, B2, 4) adalah 29 sisi.
Oleh karena itu, pengeliminasian sisi perlu dilakukan agar tidak ada kode yang
berulang.

Metode atau cara pengeliminasian sisi untuk beda (d) 0, 1, dan 2 adalah
sama. Dengan cara menjumlah titik pada graf Shackle (F6, B2, 4) dan jumlah
huruf alfabet dari a − z. Jumlah titik pada graf Shackle (F6, B2, 4) yaitu 16,
sedangkan jumlah huruf alfabet yaitu 26. Jadi, diiperoleh hasil 42 dari pen-
jumlahan titik dan huruf alfabet tersebut. Sehingga, pengeliminasian sisi pada
graf Shackle (F6, B2, 4) yaitu pada sisi yang memiliki label yang lebih besar
dari 42. Pengeliminasian sisi pada graf Shackle (F6, B2, 4) dilakukan pada label
sisi 43, 44, dan 45 karena graf Shackle (F6, B2, 4) memiliki himpunan label sisi
{17,18,19,. . . ,44, 45}.
Kasus 1 (d = 0)

Pada kasus pertama yaitu menggunakan SEATL graf Shackle (F6, B2, 4)
dengan d = 0. Kemudian didata semua huruf alfabet dengan mengabaikan spasi
dan tanda baca yaitu a, b, c, d, e, . . . , z. Setelah itu dibangun diagram pohon
yang berakar pada label titik yang paling kecil dengan dilengkapi label sisinya
dan konversikan huruf yang digunakan sesuai urutan abjad. (Label sisi yang
telah dieliminasi tidak perlu digambarkan pada diagram pohon)

Letakkan huruf alfabet a−z pada cabang diagram pohon yang telah diban-
gun. Penempatan alfabet ini harus berurutan dari kiri ke kanan dimulai dari
layer pertama yaitu dimulai dari label sisi 42, 40, 41, dst sampai label sisi kanan
paling bawah yaitu label sisi 17. Setelah penempatan alfabet pada cabang di-
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agram pohon, pesan rahasia dipecahkan dengan menerapkan teknik modulo 26
yaitu menghitung nilai modulo dari setiap cabang atau label sisi sesuai letak
alfabet. Sehingga, didapatkan chipertext dari huruf alfabet pada SEATL Graf
Shackle (F6, B2, 4) dengan d = 0 yaitu a=q, b=o, c=p, d=n, e=m, f=l, g=j,
h=i, i=k, j=h, k=g, l=f, m=e, n=c, o=d, p=b, q=a, r=z, s=x, t=w, u=y, v=v,
w=u, x=t, y=s, dan z=r.
Kasus 2 (d = 1)

Pada kasus kedua yaitu menggunakan SEATL graf Shackle (F6, B2, 4) den-
gan d = 1. Dengan cara yang sama pada kasus 1 didapat diagram pohon dari
graf Shackle (F6, B2, 4) dengan d = 1 yang berakar pada label titik yang pal-
ing kecil dengan dilengkapi label sisinya dan konversikan huruf yang digunakan
sesuai urutan abjad.. (Label sisi yang telah dieliminasi tidak perlu digambarkan
pada diagram pohon)

Dengan cara yang sama pada kasus 1, penempatan alfabet harus berurutan
dari kiri ke kanan dimulai dari layer pertama yaitu dimulai dari label sisi 31, 30,
29, dst sampai label sisi kanan paling bawah yaitu label sisi 17.

Setelah penempatan alfabet pada cabang diagram pohon, pesan rahasia
dipecahkan dengan menerapkan teknik modulo 26 yaitu menghitung nilai modulo
dari setiap cabang atau label sisi sesuai letak alfabet. Sehingga, didapatkan
chipertext alfabet pada SEATL Graf Shackle (F6, B2, 4) dengan d = 1 yaitu
a=f, b=e, c=d, d=c, e=q, f=b, g=p, h=a, i=o, j=z, k=n, l=y, m=m, n=l, o=x,
p=w, q=k, r=v, s=u, t=i, u=j, v=t, w=h, x=s, y=g, dan z=r.
Kasus 3 (d = 2)

Pada kasus ketiga yaitu menggunakan SEATL graf Shackle (F6, B2, 4) den-
gan d = 2. Dengan cara yang sama pada kasus 1 dan 2 didapat diagram pohon
dari graf Shackle (F6, B2, 4) dengan d = 2. (Label sisi yang telah dieliminasi
tidak perlu digambarkan pada diagram pohon)

Dengan cara yang sama pada kasus 1 dan 2, penempatan alfabet harus
berurutan dari kiri ke kanan dimulai dari layer pertama yaitu dari label sisi 17,
18, 19, dst sampai label sisi kanan paling bawah yaitu label sisi 42.

Setelah penempatan alfabet pada cabang diagram pohon, pesan rahasia
dipecahkan dengan menerapkan teknik modulo 26 yaitu menghitung nilai modulo
dari setiap cabang atau label sisi sesuai letak alfabet. Sehingga, didapatkan
chipertext alfabet dari SEATL Graf Shackle (F6, B2, 4) dengan d = 2 yaitu a=r,
b=s, c=t, d=u, e=w, f=v, g=x, h=y, i=z, j=b, k=c, l=a, m=d, n=e, o=f, p=g,
q=i, r=h, s=j, t=k, u=l, v=n, w=o, x=m, y=p, dan z=q.

Berdasarkan ketiga kasus diatas, dengan metode modulo 26 pada masing-
masing cabang atau label sisi didapatkan chipertext yang berbeda-beda atau
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unik. Sehingga, chipertext tersebut dapat digunakan untuk pesan rahasia apapun.

Pada makalah ini telah terbukti bahwa

• Graf Shackle (F6, B2, n) konektif memiliki pelabelan total super (a, d)-
sisi antimagic untuk d = 0, 1, 2. Ada pelabelan total super (9n + 12, 0),
dan (3n + 8, 2)-sisi antimagic jika n > 1. Ada pelabelan total super
(24n+39+(−1)n+1

4 , 1)-sisi antimagic jika n > 1.

• Ciphertext polyalphabetic (26 huruf alfabet) pada SEATL graf Shackle
(F6, B2, 4) dengan d = 0 yaitu a=q, b=o, c=p, d=n, e=m, f=l, g=j, h=i,
i=k, j=h, k=g, l=f, m=e, n=c, o=d, p=b, q=a, r=z, s=x, t=w, u=y, v=v,
w=u, x=t, y=s, dan z=r. Dengan d = 1 yaitu a=r, b=s, c=t, d=u, e=w,
f=v, g=x, h=y, i=z, j=b, k=c, l=a, m=d, n=e, o=f, p=g, q=i, r=h, s=j,
t=k, u=l, v=n, w=o, x=m, y=p, dan z=q. Serta untuk d = 2 yaitu a=r,
b=s, c=t, d=u, e=w, f=v, g=x, h=y, i=z, j=b, k=c, l=a, m=d, n=e, o=f,
p=g, q=i, r=h, s=j, t=k, u=l, v=n, w=o, x=m, y=p, dan z=q.
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